Contents

Lectures

Online Algorithms 1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Online-1 1.1 Investment Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Online-1 1.2 Ski Rental Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Online-1 2 Paging Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Online-2 3 An Optimal Off-Line Algorithm for Paging . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Online-5 4 A Lower Bound on the (Deterministic) Competitive Ratio for the Paging Problem . Online-6 5 Randomized On-Line Algorithms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Online-7 6 Analysis of the Marking Algorithm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Online-8 6.1 The expected cost of a stale request within a phase . . . . . . . . . . . . . . . Online-10 6.2 Bounding the total cost of M on a phase . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Online-10 6.3 Bounding the total cost of any offline algorithm M on a phase . . . . . . . . Online-11 6.4 Establishing the Competitive Factor of M . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Online-11 7 Lower Bound for any Randomized Algorithm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Online-12 7.1 A useful technique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Online-12 7.2 Applying the general method to the Paging problem . . . . . . . . . . . . . . Online-13 8 Types of Adversaries . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Online-15 9 Some Results about Competitiveness against Various Types of Adversaries . . . . . Online-16 10 Analysis of Random . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Online-19 11 The k–Server Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Online-22 11.1 Special Cases of the k–Server Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Online-23 11.2 Summary of known results . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Online-24 12 The Randomized Algorithm, Harmonic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Online-25 12.1 Analysis of Harmonic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Online-26 13 A k-competitive, deterministic algorithm for trees . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Online-33 13.1 Proof of k-competitiveness . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Online-34 13.2 Paging as a case of k-server on a tree . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Online-36 14 Electric Network Theory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Online-38 14.1 The Algorithm: RWALK . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Online-40 15 The work function algorithm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Online-44 15.1 Definition of the work function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Online-44 15.2 Definition of the work function algorithm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Online-46 15.3 Definition of the potential function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Online-49

Randomized Algorithms 1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Random-1 2 Randomized Algorithm for Bipartite Matching . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Random-4 2.1 Constructing a Perfect Matching . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Random-8 3 Markov Chains . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Random-10 4 Ergodicity and time reversibility . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Random-12 5 Counting problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Random-14 6 Conductance of Markov chains (Jerrum-Sinclair) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Random-18 7 Evaluation of Conductance of Markov Chains . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Random-18 8 Approximation by sampling . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Random-22 9 Approximating the permanent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Random-23

Linear Programming

1 An Introduction to Linear Programming . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . LP-1 2 Basic Terminology . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . LP-2 3 Equivalent Forms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . LP-2 4 Example . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . LP-3 5 The Geometry of LP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . LP-4 6 Bases . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . LP-7 7 The Simplex Method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . LP-8 8 When is a Linear Program Feasible ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . LP-11 9 Duality . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . LP-14 9.1 Rules for Taking Dual Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . LP-16 10 Complementary Slackness . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . LP-17 11 Size of a Linear Program . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . LP-18 11.1 Size of the Input . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . LP-18 11.2 Size of the Output . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . LP-21 12 Complexity of linear programming . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . LP-21 13 Solving a Liner Program in Polynomial Time . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . LP-22 13.1 Ye’s Interior Point Algorithm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . LP-25 14 Description of Ye’s Interior Point Algorithm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . LP-29 15 Analysis of the Potential Function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . LP-33 16 Bit Complexity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . LP-35 A Transformation for the Interior Point Algorithm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . LP-36

Network Flow

1 Single Source Shortest Path Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Flow-1 2 The Maximum Flow Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Flow-2 3 Minimum Cost Circulation Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Flow-3 3.1 The Maximum Flow Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Flow-6 3.2 Bipartite Matching . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Flow-6 3.3 Shortest paths . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Flow-8 4 Some Important Notions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Flow-8 4.1 Residual Graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Flow-8 4.2 Potentials . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Flow-8 5 When is a circulation Optimal? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Flow-9 6 Klein’s Cycle Canceling Algorithm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Flow-10 7 The Goldberg-Tarjan Algorithm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Flow-12 8 Analysis of the Goldberg-Tarjan Algorithm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Flow-13 9 A Faster Cycle-Canceling Algorithm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Flow-15 10 Alternative Analysis: A Strongly Polynomial Bound . . . . . . . . . . . . . . . . . . Flow-16

Approximation Algorithms 1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Approx-1 2 Negative Results . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Approx-2 2.1 MAX-SNP Complete Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Approx-4 3 The Design of Approximation Algorithms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Approx-6 3.1 Relating to Optimum Directly . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Approx-6 3.2 Using Lower Bounds . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Approx-7 3.3 An LP Relaxation for Minimum Weight Vertex Cover (VC) . . . . . . . . . . Approx-7 3.4 How to use Relaxations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Approx-8 4 The Min-Cost Perfect Matching Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Approx-10 4.1 A linear programming formulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Approx-10

4.2 From forest to perfect matching . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Approx-12 4.3 The algorithm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Approx-13 4.4 Analysis of the algorithm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Approx-14 4.5 A simulated run of the algorithm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Approx-16 4.6 Final Steps of Algorithm and Proof of Correctness . . . . . . . . . . . . . . . Approx-17 4.7 Some implementation details . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Approx-20 5 Approximating MAX-CUT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Approx-21 5.1 Randomized 0.878 Algorithm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Approx-23 5.2 Choosing a good set of vectors . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Approx-25 5.3 The Algorithm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Approx-25 5.4 Solving (P ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Approx-26 5.5 Remarks . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Approx-27 6 Bin Packing and P k C_{max} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Approx-28 6.1 Approximation algorithm for P jjC_{max} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Approx-29 7 Randomized Rounding for Multicommodity Flows . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Approx-33 7.1 Reformulating the problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Approx-34 7.2 The algorithm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Approx-35 7.3 Chernoff bound . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Approx-35 7.4 Analysis of the R-T algorithm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Approx-36 7.5 Derandomization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Approx-37 8 Multicommodity Flow . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Approx-38 8.1 Reducing multicommodity flow/cut questions to embedding questions . . . . Approx-41 8.2 Embedding metrics into ℓ_1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Approx-44 vi